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Тригонометрические неравенства являются важной составляющей 

математики. Решение таких неравенств требует и знаний по 

тригонометрии, и умений решения алгебраических неравенств. В данной 

статье мы рассмотрим тригонометрические неравенства, методы их 

решения и область применения. 
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Александр Григорьевич Мордкович – известный методист и 

математик, автор школьных учебников. Он внес большой вклад в изучение 

решения тригонометрических неравенств и преподавание данной темы 

обучающимся. А.Г. Мордкович также является автором ряда книг по 

тригонометрии. По сей день проводит онлайн-лекции как по 

тригонометрии в целом, так и по решению тригонометрических уравнений 

и неравенств. 

Тема «Решение тригонометрических неравенств» изучается в 

школьном курсе алгебры старшей школы в 10-11 классах, но, как 

показывает анализ программ по алгебре и началам математического 

анализа, данной теме уделяется недостаточное внимание. В отличие от 

тригонометрических уравнений, неравенства рассматриваются, по 

большей части, простейшие, методы решения неравенств не выделены, 

очень малое количество задач повышенной сложности, хотя эта тема имеет 

множество практических применений, а значит, важна для более 

детального изучения. 

Так, тригонометрические неравенства используются в инженерии, 

физике и многих других науках. 

Рассмотрим задачу. 

«Определить область допустимых значений угла наклона полотна 

дороги для автомобиля, у которой высота центра тяжести при полной 

нагрузке равна 𝐻 мм, а расстояние между колесами одной оси равно 𝑏 мм». 

[5, с. 18] 

 
Рис. 1. Рисунок к задаче. 

Решение: 

Введем обозначения: 𝐶 – центр тяжести автомобиля, 𝐴𝐵 = 𝑏,  𝐶𝑁 = 

= 𝐻,  𝐶𝑁 ⊥ 𝐴𝐵,  𝐶𝑀 ⊥ 𝐷𝐹,  𝛼 – угол наклона полотна дороги (рис.1). 

Машина не опрокинется только при тех значениях угла 𝛼, при которых 

𝑀 ∈ [𝑁𝐵], то есть 𝑀 лежит на отрезке 𝑁𝐵. 
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Тогда получим систему относительно отрезка 𝑀𝑁: {
𝑁𝑀 ≥ 0,
𝑁𝑀 ≤ 𝑁𝐵.

 

Так как 𝐶 – центр тяжести, по признаку равнобедренного 

треугольника Δ𝐴𝐵𝐶 –равнобедренный с основанием 𝐴𝐵, тогда 

𝑁𝐵 =
𝐴𝐵

2
=
𝑏

2
,  𝑁𝑀 = 𝐶𝑁 ⋅ tg 𝛼 = 𝐻 ⋅ tg 𝛼 .   

Получим {
𝐻 ⋅ tg 𝛼 ≥ 0,

𝐻 ⋅ tg 𝛼 ≤
𝑏

2
.
 

Множеством решений является  𝛼 ∈ [0; arctg
𝑏

2𝐻
]. 

Ответ: 0 ≤ 𝛼 ≤ arctg
𝑏

2𝐻
. 

Для обучения решению тригонометрических неравенств, как и для 

тригонометрических уравнений, целесообразно выделить классификацию 

по методам решения этих неравенств: 

1. Простейшие тригонометрические неравенства. 

2. Тригонометрические неравенства, сводящиеся к простейшим. 

3. Тригонометрические неравенства, решаемые методом замены. 

4. Тригонометрические неравенства, решаемые методом разложения на 

множители. 

5. Тригонометрические неравенства, решаемые функциональным 

методом. 

Приведем примеры нескольких неравенств. 

Пример 1. 

sin6 𝑥 + cos6 𝑥 <
7

16
. 

Данное неравенство не является сложным. Выражение, стоящее в 

левой части данного неравенства, преобразовывается с помощью формул 

сокращенного умножения, изучаемых в 7 классе, и основного 

тригонометрического тождества, изучаемого в 8 классе. 

Так, неравенство сводится к следующему: 

sin2(2𝑥) >
3

4
 или cos 4𝑥 < −

1

2
. 

Таким образом, данное неравенство относится к тригонометрическим 

неравенствам, сводящимся к простейшим, при решении которых 

используются формулы тригонометрии. Оно показывает связь трех 

содержательно-методических линий школьного курса математики: линии 

выражений и тождественных преобразований, функциональной линии и 

линии уравнений и неравенств. 
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Пример 2. 

cos (𝜋 (𝑥 +
1

2
⋅ sin 𝜋𝑥)) + (sin2 𝜋𝑥 + sin 𝜋𝑥)2 ≤ −1. 

Решение: 

cos (𝜋 (𝑥 +
1

2
⋅ sin 𝜋𝑥)) ≤ −sin2 𝜋𝑥 (sin 𝜋𝑥 + 1)2 − 1.       (1) 

Оценим выражение sin2 𝜋𝑥 (sin 𝜋𝑥 + 1)2. Область значений sin 𝜋𝑥: 

−1 ≤ sin 𝜋𝑥 ≤ 1. Тогда область значений sin 𝜋𝑥 + 1 найдем, 

воспользовавшись свойством числовых неравенств и прибавив к обеим 

частям двойного неравенства единицу. Получим 0 ≤ sin 𝜋𝑥 + 1 ≤ 2. 

Область значений sin2 𝜋𝑥 : 0 ≤ sin2 𝜋𝑥 < 1. 

Тогда 0 ≤ sin2 𝜋𝑥 (sin 𝜋𝑥 + 1)2, а левая часть неравенства (1) не 

превышает −2. 

Тогда 

{
 
 

 
 −1 ≤ cos (𝜋 (𝑥 +

1

2
⋅ sin 𝜋𝑥)) ,

−1 ≤ − sin2 𝜋𝑥 (sin 𝜋𝑥 + 1)2 − 1,

cos (𝜋 (𝑥 +
1

2
⋅ sin 𝜋𝑥)) ≤ − sin2 𝜋𝑥 (sin 𝜋𝑥 + 1)2 − 1.

 

Система неравенств равносильна системе уравнений 

{
cos (𝜋 (𝑥 +

1

2
⋅ sin 𝜋𝑥)) = −1,

− sin2 𝜋𝑥 (sin 𝜋𝑥 + 1)2 − 1 = −1.

⇒

⇒

{
 
 

 
 cos (𝜋 (𝑥 +

1

2
⋅ sin 𝜋𝑥)) = −1,   (2)

[
sin 𝜋𝑥 = 0,      (3)
sin 𝜋𝑥 = −1.   (4)

 

Подставим в (2) по очереди (3) и (4), получим 

{

cos(𝜋(𝑥 + 0)) = −1,

cos (𝜋 (𝑥 −
1

2
)) = −1.

⇒ {

cos 𝜋𝑥 = −1,

cos (𝜋 (𝑥 −
1

2
)) = −1.

⇒

⇒ {
𝜋𝑥 = 𝜋 + 2𝜋𝑘,

𝜋 (𝑥 −
1

2
) = 𝜋 + 2𝜋𝑘.

, 𝑘 ∈ ℤ ⇒ {
𝑥 = 1 + 2𝑘,
𝑥 = 1,5 + 2𝜋𝑘.

, 𝑘 ∈ ℤ. 

Ответ: 1 + 2𝑘; 1,5 + 2𝑘, 𝑘 ∈ ℤ. 
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Тригонометрические функции встречаются также в логарифмических 

и показательных неравенствах. Освобождаясь от логарифмов, мы 

переходим к решению простейших или сводящихся к простейшим 

тригонометрическим неравенствам, например, неравенство 

4 + cos 𝑥 ⋅ log3 𝑥 ⋅ log4 81 + sin
2 𝑥 ⋅ log2 𝑥

8 ≤

≤ 2 cos 𝑥 − 4 cos 2𝑥 + log√2 𝑥
4 

с помощью преобразований и метода разложения на множители сводится 

к неравенству вида 

{
𝑥 > 0,

cos 𝑥 ⋅ (log2 𝑥 − 1) ⋅ (cos 𝑥 −
1

4
) ≥ 0.

 

Таким образом, трансцендентные неравенства, содержащие 

тригонометрические функции, сводятся к простейшим 

тригонометрическим неравенствам, поэтому при обучении теме «Решение 

тригонометрических неравенств» больше времени нужно уделить именно 

простейшим и сводящимся к простейшим тригонометрическим 

неравенствам. 
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