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Задачи с параметром относятся к наиболее сложным алгебраическим 

задачам, с которыми справляется всего десятая часть учащихся из числа 

тех, кто вообще приступает к решению задания №17 ЕГЭ по математике, 

а такие смельчаки составляют всего 1% от общего числа школьников, 

выбравших профильный уровень экзамена [2, с. 10]. Прежде всего, это 

происходит вследствие многообразия задач подобного класса и 
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сложности их аналитического представления. Кроме того, наличие 

самого параметра воспринимается школьниками либо как нечто 

незначительное – просто буквенный член, влиянием которого на ход 

решения «можно пренебречь», либо как «камень преткновения», 

загоняющий все рассуждения в тупик. Причём очевидно, что оба 

подхода, требуя значительных затрат времени, не приводят к 

правильному ответу.  

Основная трудность при решении задач с параметром может быть 

преодолена путём выбора оптимального способа решения, зависящего от 

нескольких факторов, учитывающих статус самого параметра как 

основного определяющего обстоятельства, вносящего дополнительные 

ограничения в условие задачи. К этим способам, или специальным 

методам решения задач с параметром, относится, например, 

использование свойств монотонности [1, с. 84-90; 3, с. 50-56; 4, с. 109-

123], симметрии [1, 245-257; 3, с. 85-87], инвариантности [4, с. 147-165], 

экстремальных значений функций [1, с. 231-243; 3, с. 88-91], аффинных 

преобразований [1, с. 97-140], свойств квадратичной функции [1, с. 159-

212; 3, с. 34-36; 4, с. 88-108] и др.  

Покажем на простейших примерах, как с помощью анализа условия 

задачи с параметром в виде уравнения или системы двух алгебраических 

уравнений выбрать оптимальный способ её решения. Для этого 

рассмотрим несколько задач, условия которых приведены в пособиях [1; 

3; 4].  

Прежде всего, требуется проанализировать алгебраическую запись 

задачи с целью её преобразования, что позволит упростить условие и тем 

самым подвести к выбору способа решения. На этом этапе школьники 

применяют качество «математического видения», которое заключается в 

способности внимательно всмотреться в каждый член выражения, найти 

потенциальные однородные члены, опробовать различные способы их 

группировки, то есть применить все возможные способы алгебраических 

преобразований, приводящие к более простому и красивому виду условия 

задачи.    

 

Задача 1 [4, с. 118]: Найдите все значения параметра а, для каждого 

из которых уравнение 8x6 + (a – x)3 + 2x2 + a = x имеет хотя бы один 

корень. 
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Решение Задачи 1. Параметр a должен быть найден из условия, 

обеспечивающего наличие по крайней мере одного корня исходного 

уравнения относительно переменной x.  

В записи задачи прослеживается наличие двух комбинированных 

переменных, включающих простую переменную x: 2x2 и (x – a), причём 

обе в первой и третьей степени. Поэтому исходное соотношение можно 

переписать в виде:  

8x6 + 2x2 = (x – a)3 + (x – a).                                   (1) 

Выражение (1) справедливо только в том случае, если обе его части 

являются монотонно возрастающими или монотонно убывающими 

функциями, что действительно имеет место, поскольку обе они относятся 

к функциям типа f(t) = t3 + t, где t = 2x2 для левой части и t = (х – а) – для 

правой части (1). Известно, что монотонная функция может принимать 

своё значение только один раз, тогда уравнение (1) равносильно 

уравнению 2x2 = (x – a), или   

2x2 – x + a = 0,                                              (2) 

Уравнение (2) имеет хотя бы один корень, когда его дискриминант (и 

это необходимое и достаточное условие для решения задачи) D = 1 – 8a ≥ 

0. Последнее соотношение выполняется при a ≤  
1

8
. 

Ответ: исходное уравнение имеет хотя бы один корень при a ≤  
1

8
.  

Для получения ответа было применено свойство монотонности 

суммы возрастающих функций и свойство дискриминанта квадратного 

уравнения, имеющего хотя бы один корень. Обращение к этим способам 

стало возможно после алгебраического преобразования исходного 

уравнения к виду (1). 

 

Задача 2 [4, с. 152]: Найдите все значения параметра а, при каждом 

из которых уравнение √(𝒙 + 7)4 + (𝒂 – 5)4 = |x + a + 2| + |x – a + 12| 

имеет единственный корень.  

Решение Задачи 2. Нетрудно заметить, что сумма и разность двух 

выражений в скобках, стоящих под знаком корня в левой части, являются 

подмодульными выражениями правой части соответственно, а именно:  

(x + 7) + (a – 5) = x + a + 2 и (x + 7) – (a – 5) = x – a + 12.  

Обозначив эти слагаемые как m = x + 7 и n = a – 5, получим 

уравнение: √𝒎4 + 𝒏4 = |m + n| + |m – n|, в котором чётные степени 

переменных и модули их суммы и разности подводят к мысли о 
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возможности использования свойства инвариантности (симметрии) 

исходного уравнения относительно замены m на (– m) и n на (– n). 

Отсюда x + 7 = – x – 7 и a – 5 = – a + 5, или 2x = – 14 и 2a = 10, и 

получаем, что при значении параметра a = 5 корнем уравнения является x 

= – 7.  

Однако легко заметить, что при этих значениях x и a исходное 

уравнение вырождается в тождество 0 = 0. Эта неопределённость может 

противоречить условию задачи, поэтому требуется проверить, является 

ли корень x = – 7 единственным при a = 5, и существуют ли другие 

значения параметра a ≠5, при которых x = – 7 является единственным 

корнем уравнения, или же существует какой-то другой единственный 

корень.    

Подставив x = – 7 в исходное уравнение, получим уравнение (a – 5)2 

= 2|a – 5|, дающее три значения параметра: а = 3, а = 5 и а = 7:  

• при а = 5: (x + 7)2 = 2 |x + 7|, где x = – 9, – 7 и – 5, то есть наше 

предположение о том, что корень x = – 7 при a = 5 может являться не 

единственным, оказалось верным, поэтому a = 5 не является решением 

задачи; 

▪ при а = 3 и а = 7: √(𝒙 + 7)4 + 16 = | x + 5 | + | x + 9 |, где x = – 7 – 

единственный корень. 

Ответ: исходное уравнение имеет единственный корень при двух 

значениях параметра: а = 3 и а = 7. 

Для решения Задачи 2 было использовано свойство инвариантности 

исходного уравнения относительно замены x + 7 на – (x + 7).  Причём 

применением подобного приёма к параметру а, то есть в случае 

формальной замены a – 5 на – (a – 5) был получен результат а = 5, 

потребовавший дополнительной проверки, что привело к его 

исключению из списка возможных решений. Это свидетельствует о том, 

что свойство инвариантности при решении задач с параметром следует 

очень осторожно применять к самому параметру, всякий раз проверяя 

соответствие полученного результата условию задачи.  

 

Задача 3 [4, с. 103]: Найдите все значения параметра а, при каждом 

из которых имеет единственное решение система уравнений 

{
𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒂,
     𝒙 – 𝒚 = 𝒂.

                                                      (3) 
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Решение Задачи 3. Для решения системы уравнений (3) 

воспользуемся простейшим способом подстановки, выразив х из второго 

уравнения х = а + у и подставив его в перовое. При этом получим 

квадратное уравнение с одним неизвестным у и параметром а: 2у2 + 2ау + 

(а2 – а) = 0, которое имеет единственное решение, если его дискриминант 

D = 0:  D = 4а2 – 8а2 + 8а = 0 или 4а (2 – а) = 0. Отсюда а = 0 и а = 2.  

Проверка показала, что система уравнений (3) имеет единственное 

решение при найденных значениях параметра а: при а = 0 это (0; 0), а при 

а = 2 это (1; – 1). 

Ответ: система уравнений (3) имеет единственно решение при двух 

значениях параметра: а = 0 и а = 2.  

При решении Задачи 3 было исследовано поведение квадратного 

трёхчлена после алгебраических преобразований системы уравнений (3). 

Несмотря на простоту и очевидность, этот способ решения задач с 

параметром, как и все остальные, требует обязательной проверки 

удовлетворения полученного решения условию задачи. 

 

Задача 4 [3, с. 85]: Найдите все значения параметра а, при каждом из 

которых система уравнений   

                                  {
𝒙𝒚 + 𝒙 + 𝒚 = 𝒂

       𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟖 
                                                                (4)     

имеет единственное решение.                           

Решение Задачи 4. В аналитической записи этой задачи 

просматривается возможность произвести преобразования с целью 

выделения квадрата некоторого выражения. Для этого прибавим ко 

второму уравнению системы (4) удвоенное первое и добавим по 1 к 

обеим частям полученного выражения:  

(x + y +1)2 = 2а + 9, или x + y +1= ±√𝟐𝒂 + 𝟗.                       (5) 

Приравняв нулю подкоренное выражение, найдём a = – 4,5. Проверка 

показывает, что при полученном значении параметра а система (4), 

преобразованная к виду  

 {
𝒙𝒚 + 𝒙 + 𝒚 =  −𝟒, 𝟓

 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟖    
 , 

имеет два решения: (
−1+ √15

2
;  

− 1− √15

2
) и (

−1− √15

2
;  

− 1+ √15

2
). 

Следовательно, значение параметра a = – 4,5 не является искомым 

решением задачи, и к системе (4) требуется применить другое 

алгебраическое преобразование.   
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Выберем для определённости в соотношении (5) знак «плюс», тогда 

x + у = √𝟐𝒂 + 𝟗 – 1 и x  = √𝟐𝒂 + 𝟗 – 1 – y. Подставив оба выражения в 

первое уравнение системы (4), получим квадратное уравнение 

относительно y: 

y2 + (1 – √𝟐𝒂 + 𝟗) y + (а + 1 – √𝟐𝒂 + 𝟗 ) = 0.                (6) 

Обозначив √𝟐𝒂 + 𝟗 через t, подставим это значение в уравнение (6) 

и, проведя необходимые алгебраические преобразования, получим 

уравнение следующего вида относительно переменной у: 

2y2 + 2(1 – t) y + (t2 – 2t – 7) = 0.     

Это уравнение имеет один корень, если его дискриминант D = 0, или 

D = 60 + 8t – 4t2 = 0, что приводит к уравнению относительно t: t2 – 2t – 15 

= 0, корнями которого являются t1 = 5 и t2 = – 3, дающие a = 8 и a = 0 

соответственно. Подобный же результат получается, если в выражении 

(5) выбрать знак «минус». 

Проверка показывает, что при а = 0 система   

{
𝒙𝒚 + 𝒙 + 𝒚 = 𝟎

      𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟖
   

имеет три решения: (– 2; – 2), (1–√3; 1+√3) и (1+√3; 1–√3);  

а при а = 8 система 

   {
𝒙𝒚 + 𝒙 + 𝒚 = 𝟖

      𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟖
  

имеет одно решение: (2; 2).       

Ответ: система уравнений (4) имеет единственное решение при а = 

8.  

При решении Задачи 4 было исследовано поведение квадратного 

трёхчлена после нескольких непростых алгебраических преобразований 

системы уравнений (4). Потребовалось также провести проверку 

полученных значений параметра а на число решений системы. Отметим 

попутно, что, кроме трёх найденных, существует ещё одно значение 

параметра а = – 1, при котором система (4) имеет четыре решения: (–1; 

+√7); (+√7; –1); (–√7; –1); (–1; –√7).   

 

Задача 5 [3, с. 50]: Найдите все значения параметра а, при каждом из 

которых уравнение  

8х6 – (4х + а)3 +2х2 – 4х = а  

имеет более одного корня. 
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Решение задачи 5. Алгебраическая запись задачи позволяет 

перегруппировать члены, собрав в левой части уравнения члены с  

неизвестной величиной 2х, а в правой – с суммой (4х + а):  

(2х2)3 + 2х2 = (4х + а)3 + (4х +а).                          (7) 

Обе части уравнения (7) представляют собой функции типа f(t) = t3 + 

t, где t = 2х2 для левой части и t = 4х + а – для правой. Поскольку функция 

f(t) = t3 + t является монотонной как сумма двух монотонно 

возрастающих функций, то уравнение (7) равносильно уравнению 2х2 = 

4х + а, или  

2х2 – 4х – а = 0.                                           (8) 

Далее необходимо найти те значения параметра а, при которых 

уравнение (8) имеет более одного корня. Это требование выполняется, 

если его дискриминант D > 0, или D = 16 + 8a > 0. Отсюда a > – 2.  

Ответ: исходное уравнение имеет более одного корня при a > – 2.  

При решении Задачи 5 использовалось свойство монотонности 

функций, что позволило упростить алгебраическую запись задачи, сведя 

её к исследованию дискриминанта квадратного трёхчлена. 

 

Задача 6 [1, с. 245]: При каких значениях параметра а система 

уравнений  

{
𝒂(𝒙𝟒 + 𝟏) = 𝒚 + 𝟏 − |𝒙|

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟏
                                 (9) 

имеет единственное решение? 

Решение Задачи 6. В системе уравнений (9) неизвестная величина х 

обладает свойством симметрии, на что указывают чётные показатели 

степени и знак модуля. Следовательно, необходимо рассмотреть два 

случая возможных решений – общий и частный: когда х0 = – х0 и х0 = 0.  

Рассмотрим частный случай, когда х0 = 0. При этом система (9) 

примет вид: 

{
𝒂 = 𝒚 + 𝟏

𝒚𝟐 = 𝟏
.                                                 (10) 

Решениями системы (10) будут у0 = – 1 и у0 = 1 при а = 0 и а = 2 

соответственно. Это означает, что при а = 0 решением системы (9) 

является (0; –1), а при а = 2 – (0; 1). Далее проверим, действительно ли 

при найденных значениях параметра система (9) имеет единственное 

решение.  

Подставив а = 0 в систему уравнений (9), получим: 
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{
𝒚 + 𝟏 = |𝒙|

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟏
  . 

С учётом того, что x2 = |x|2 = (y +1)2, эту систему можно представить в 

виде:  

 {
𝒚 + 𝟏 = |𝒙|

𝒚(𝒚 + 𝟏) = 𝟎
 .                                             (11) 

Помимо найденного ранее решения (0; –1) система (11) будет иметь ещё 

два решения: (1; 0) и (– 1; 0), поэтому вариант а = 0 не удовлетворяет 

условию задачи.  

Подставив а = 2 в систему уравнений (9), получим: 

{
𝟐𝒙𝟒 + |𝒙| = 𝒚 − 𝟏

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟏
                                        (12) 

Решение системы уравнений (12) способом подстановки слишком 

громоздко, поэтому применим более простой способ оценки решения с 

помощью неравенств. Из первого уравнения системы получаем, что у – 1 

≥ 0, или у ≥ 1. А из второго уравнения имеем 1 – у2 ≥0, или – 1≤ у ≤ 1. 

Оба неравенства возможны только при у = 1. Следовательно, (0; 1) – это 

единственно возможное решение системы (9) для а = 2, совпадающее с 

найденным ранее.  

Второй, более общий, вариант, использующий свойство симметрии, 

т. е. х0 = – х0, предполагает как минимум два решения: (х0; у0) и (– х0; у0), 

что не удовлетворяет условию задачи о поиске значении параметра для 

единственного решения системы, поэтому он не рассматривается.  

Ответ: система уравнений (9) имеет единственное решение при а = 

2.  

Для получения ответа было использовано свойство симметрии 

переменной х и способ оценки решения с помощью неравенств и 

логических рассуждений. Кроме того, была подтверждена необходимость 

тщательной проверки соблюдения условий задачи при всех найденных 

значений параметра. 

 

Задача 7 [1, с. 234]: Найти наибольшее значение функции f(x) = x4 – 

2ax2 + 3a2 на отрезке [–2; 1] в зависимости от значений параметра а.  

Решение Задачи 7. Очевидно, что при решении задачи потребуется 

найти зависимость экстремального (наибольшего) значения исходной 

функции f(x) на заданном отрезке значений аргумента х [–2;1] в 

зависимости от параметра а. Решение сводится к нахождению особых 
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точек функции f(x) = x4 – 2ax2  + 3a2 на отрезке [–2;1] и проверке значений 

функции в этих точках. 

Особая точка может быть найдена из условия равенства нулю 

производной функции на заданном отрезке: f ′(x) = 4x3 – 4ax = 0, или  

4х (х2 – а) = 0.                                               (13) 

В качестве предварительного анализа, который потребует 

последующего уточнения, рассмотрим два интервала значений параметра 

а – слева и справа от начала координат: 1) а ≤ 0 и 2) а > 0.  

1) Если а ≤ 0, то соотношение (13) справедливо исключительно для х 

= 0. Эта точка, очевидно, является точкой минимума функции f(x): f(0) = 

3a2, тогда как своего максимального значения функция может достигать 

по краям отрезка [– 2; 1], где её зависимость от параметра а выражается 

формулами:  f(–2) = 16 – 8а + 3a2 и f(1) = 1 – 2а + 3a2 соответственно. 

Таким образом, задача сводится к сравнению значений функции f(–2) и 

f(1) при а ≤ 0. 

Функция f(x) является чётной и возрастающей в интервале значений 

а от 0 до – ∞, поэтому f(–2) = f(2) > f(1). Таким образом, предварительный 

анализ даёт результат: fmax = fх= –2 (а) = 16 – 8а + 3a2 при а ≤ 0.   

2) Если а > 0, то из соотношения (13) следует, что функция f(x) имеет 

три особые точки: x = 0 – точка максимума функции (f(0) = 3a2), а х = ± 

√𝑎 – точки её минимума (f(±√𝑎) = 2a2), поэтому эти значения х = ± √𝑎 

рассматривать далее не имеет смысла.  

Таким образом, максимального значения на отрезке [–2; 1] функция 

f(x) может достигать либо на краях отрезка при х = –2 и х =1, либо в 

одной точке внутри него – при х = 0.  

Воспользуемся графическим способом сравнения этих значений 

функции. На рис. 1 построены графики зависимости исходной функции 

f(x) от параметра а в точках х = –2, 0 и 1: f(–2) = 16 – 8а + 3a2 

(фиолетовая),  f(0) = 3a2 (голубая) и  f(1) = 1 – 2а + 3a2 (зелёная). 

Очевидно, что при а > 2 функция f(0) = 3a2 удерживает максимальное 

значение, при а = 2 максимальное значение имеют две функции, 

пересекающиеся в этой точке, f(0) = f(–2) = 12, а при а < 2 максимум 

сохраняется за функцией f(–2) = 16 – 8а + 3a2.   

Ответ: на отрезке значений переменной х [– 2; 1] функция f(x) = x4 – 

2ax2  + 3a2 принимает максимальное значение при следующих значениях 

параметра а:  

• а < 2 f(– 2) = 16 – 8а + 3a2;  
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• а = 2 f(0) = f(– 2) = 12;   

• а > 2 f(0) = 3a2; 

• не существует значений параметра а, при которых правое крайнее 

значение аргумента х = 1 повлияло бы на достижение функцией f(x) 

максимума. 

При решении задачи использовались свойства экстремума и 

монотонности функции, а также графический метод представления 

зависимости функции от значений параметра при фиксированном 

аргументе. Отметим, что предварительный интервал значений параметра 

(а ≤ 0 и а > 0), выбранный в начале решения задачи, впоследствии был 

скорректирован, поскольку графический метод обнаружил более точные 

его значения для аргументов х внутри заданного интервала [– 2; 1], 

претендующих на достижение исходной функцией максимального 

значения.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 1. Графический способ сравнения величины функции fх(а) при значениях аргумента 

х = –2 (фиолетовая ветвь), х = 0 (синяя ветвь) и х = 1 (зелёная ветвь) 

 

 

 

fх= –2 (а) = 16 – 8a + 3a2  

fх= 0 (а) = 3a2  

fх= 1 (а) = 1 – 2a + 3a2  
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Задача 8 [1, с. 253]: Найти все значения параметра а, при каждом из 

которых система уравнений 

{
(𝒙 − 𝒚)𝟐 = 𝟔𝒂 − 𝟏𝟒

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟑(𝟐 + 𝒂)
                                     (14) 

имеет два решения.  

Решение Задачи 8. Очевидно, что свойством симметрии обладают 

обе переменные системы уравнений (14). Поэтому полный набор 

возможных решений будет следующим: (х0; у0), (х0; – у0), (– х0; у0) и (– х0; 

– у0), тогда как по условию задачи требуется рассмотреть случай лишь с 

двумя решениями. Поэтому необходимым условием существования двух 

решений (превращения четырёх решений в два) является совпадение 

каких-либо пар, к чему приводит равенство модулей обеих переменных, 

то есть |х0| = |у0|. Тогда будем иметь три необходимых условия 

существования двух решений: 1) (х0; у0) = (у0; х0); 2) (х0; у0) = (– х0; – у0) и 

3) (х0; у0) = (–у0; – х0).    

Рассмотрим первое необходимое условие существования двух 

решений, когда (х0; у0) = (у0; х0), или х0 = у0. Тогда из первого уравнения 

системы (14) находим а = 
7

3
 , а из второго получаем два требуемых 

решения (√
13

2
 ;√

13

2
) и (–√

13

2
; –√

13

2
). 

Рассмотрим второе необходимое условие существования двух 

решений, когда (х0; у0) = (– х0; – у0), что равносильно условию х0 = у0 = 0. 

Подставляя эти значения переменных в систему (14) получаем два 

противоречащих друг другу значения: а = 
7

3
  из первого уравнения 

системы и а = – 2 – из второго уравнения.  

Рассмотрим третье необходимое условие существования двух 

решений, когда (х0; у0) = (–у0; – х0), или х0 = – у0. В этом случае система 

уравнений (14) принимает вид: 

 {
𝟒𝒙𝟐 = 𝟔𝒂 − 𝟏𝟒
𝟐𝒙𝟐 = 𝟑(𝟐 + 𝒂)

  

и ни при каких значениях параметра а решения не имеет. 

  Ответ: система уравнений (14) имеет два решения при а = 
7

3
.  

Для решения задачи потребовалось использовать не только свойство 

симметрии обеих переменных, но и, рассмотрев все возможные случаи, 

сформулировать необходимые и достаточные условия существования 

значения параметра при которых система имеет два решения. 
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* * * 

В статье рассмотрены простейшие алгебраические задачи с 

параметром, которые решались с использованием методов, основанных 

на следующих свойствах аналитических выражений: монотонности 

(Задачи 1 и 5), инвариантности (Задача 2), симметрии (Задачи 6 и 8), 

исследовании квадратных трёхчленов (Задачи 3 и 4), исследовании 

экстремальных значений функций и графический (Задача 7). Для того 

чтобы подобрать необходимый метод решения, во всех задачах 

осуществлялся предварительный анализ их аналитической записи с 

целью упрощения, преобразования или выявления скрытых свойств 

многочленов.  

Для успешного решения алгебраических задач с параметром 

учащимся требуются навыки преобразования алгебраических выражений 

с использованием формул сокращенного умножения, перегруппировки, 

приведения однородных членов, разложения на слагаемые и множители, 

замены переменной и пр. Во всех случаях привлекаются умения 

логических рассуждений, выдвижения и проверки гипотез, а также 

обязательного подтверждения полученных решений на соответствие 

условиям задачи.  

Обучение решению задач с параметром строится по традиционным 

методическим принципам. На первом этапе изучение определённого 

способа решения необходимо осуществлять на базе большого материала 

однотипных заданий, выводящего на конкретный метод решения. 

Простейшими являются методы с применением свойств монотонности 

функций и исследования свойств квадратных трёхчленов (дискриминант, 

теорема Виета, особые точки и пр.).  

По мере возрастания сложности задач у учащихся формируется 

навык «узнавания» и появляется автоматизм при преобразовании 

аналитического представления задачи, ориентированного на применение 

данного метода. В дальнейшем приступают к решению задач с 

параметром более сложными методами – инвариантности, аффинных 

преобразований, экстремальных значений функций, динамической 

геометрии.  
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