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О неравенствах в олимпиадных заданиях для школьников 

 

Аннотация: в статье рассматриваются некоторые типы 

олимпиадных задач для школьников, связанные с неравенствами. 

Приводится подборка задач для занятия математического кружка по 

соответствующей теме. 
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About inequalities in Olympiad tasks for schoolchildren 

 

Abstract: he article discusses some types of Olympiad problems for 

schoolchildren related to inequalities. A selection of tasks for a math class on 

the relevant topic is given. 
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Олимпиадам разного уровня в нашей стране уделяется большое 

внимание. Целью любой олимпиады по математике является развитие 

интереса школьников к овладению математическими знаниями и 

умениями, а также выявление наиболее одаренных в этой области знаний 

ребят. Важная особенность многих олимпиадных задач состоит в том, 

что для их решения не требуется никаких знаний, выходящих за рамки 

школьной программы. Для решения некоторых задач достаточно 

смекалки и логики. Для решения других требуется опыт, интуиция, 

умение рассуждать. 



Но вместе с тем, нужны и отработанные методики решения 

стандартных задач, чтобы их можно было использовать и при решении 

более сложных задач. Нужны глубокие знания и умение переносить 

усвоенные приемы решения задач в новые нестандартные ситуации [1-3]. 

Изучение неравенств, составляет значительную часть школьного 

курса математики. Часто неравенства встречаются и в олимпиадах для 

школьников разного уровня сложности. Многие из этих неравенств 

основаны на неравенстве о средних: 
𝑎+𝑏

2
≥ √𝑎𝑏, где a, b - положительные числа. 

Обобщением этого неравенства занимался французский математик 

Огюстен Луи Коши (1789-1857 г.). В частности, его имя носит 

неравенство 
𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛

𝑛
≥ √𝑎1𝑎2𝑎𝑛, 

где a1, a2,…an – положительные числа. 

То есть неравенство Коши – это неравенство между средним 

арифметическим и средним геометрическим положительных чисел. 

Причем равенство в этом неравенстве достигается тогда и только 

тогда, когда a1 = a2 =… = an. 

Приведем некоторые примеры применения неравенства Коши. 

1. Найти наименьшее значение выражения (без использования 

производной). 

А) 𝑥2 +
2

𝑥
, если x - положительное число. 

Понятно, что функция легко исследуется на экстремумы на 

промежутке (0, ∞) с помощью производной. А без использования средств 

дифференциального исчисления дать ответ на поставленный вопрос 

поможет неравенство Коши. Причем если применить это неравенство к 

сумме двух данных слагаемых, то их среднее геометрическое будет 

содержать переменную x, принимающую значения из бесконечного 

промежутка (0, ∞). Что не приводит к ответу. Поэтому сначала 

представим второе слагаемое в виде двух равных слагаемых, и лишь 

затем применим неравенство Коши: 

𝑥2 +
2

𝑥
= 𝑥2 +

1

𝑥
+
1

𝑥
≥ 3 ∙ √𝑥2 ∙

1

𝑥
∙
1

𝑥

3

= 3. 

Таким образом, для положительных значений x данное выражение 

не превосходит трех. Причем 𝑥2 +
2

𝑥
= 3 тогда и только тогда, когда 𝑥2 =



1

𝑥
, то есть при x = 1. Следовательно, наименьшее значение выражения 

𝑥2 +
2

𝑥
 равно трем при x = 1. 

Б) 3𝑥3 +
2

𝑥2
, где x - положительное число. 

Это задание аналогично предыдущему, но здесь сложнее догадаться, 

на какие слагаемые разбить данную сумму, чтобы их среднее 

геометрическое не содержало переменную x. Так как наименьшее общее 

кратное степеней x равно шести, то должно быть два слагаемых с x3 и три 

слагаемых с 
1

𝑥2
, то есть: 

3𝑥3 +
2

𝑥2
=
3

2
𝑥3 +

3

2
𝑥3 +

2

3𝑥2
+

2

3𝑥2
+

2

3𝑥2
≥ 

≥ 5 ∙ √
3

2
𝑥3 ∙

3

2
𝑥3 ∙

2

3𝑥2
∙
2

3𝑥2
∙
2

3𝑥2

5

= 5 ∙ √
2

3

5

. 

Таким образом, 3𝑥3 +
2

𝑥2
≥ 5 ∙ √

2

3

5
. Причем 3𝑥3 +

2

𝑥2
= 5 ∙ √

2

3

5
, если 

3

2
𝑥3 =

2

3𝑥2
, то есть при 𝑥 = √

4

9

5
. 

В) 
𝑎6+𝑏3+𝑐2

𝑎𝑏𝑐
, где a, b, c - положительные числа. 

Здесь в выражении присутствуют три переменные, поэтому 

дифференциальное исчисление функций одной переменной не поможет 

решить задачу. Оценим числитель данного выражения по неравенству 

Коши. Но предварительно нужно представить его в виде суммы таких 

слагаемых, чтобы их среднее геометрическое было бы равно Cabc, где C 

- некоторая постоянная. Старшая степень в числителе у а – шестая. 

Степени у b и c являются делителями шести. Поэтому перепишем 

числитель в виде 

𝑎6 + 𝑏3 + 𝑐2 = 𝑎6 +
1

2
𝑏3 +

1

2
𝑏3 +

1

3
𝑐2 +

1

3
𝑐2 +

1

3
𝑐2 

и воспользуемся неравенством Коши: 

𝑎6 + 𝑏3 + 𝑐2 = 𝑎6 +
1

2
𝑏3 +

1

2
𝑏3 +

1

3
𝑐2 +

1

3
𝑐2 +

1

3
𝑐2 ≥ 

≥ 6 ∙ √𝑎6 ∙
1

2
𝑏3 ∙

1

2
𝑏3 ∙

1

3
𝑐2 ∙

1

3
𝑐2 ∙

1

3
𝑐2

6

= 6 ∙ √
𝑎6𝑏6𝑐6

22 ∙ 33

6

=
6𝑎𝑏𝑐

√2
3
∙ √3

. 

Тогда 



𝑎6 + 𝑏3 + 𝑐2

𝑎𝑏𝑐
≥

6𝑎𝑏𝑐

√2
3
∙ √3 ∙ 𝑎𝑏𝑐

=
6

√2
3
∙ √3

. 

Причем 
𝑎6+𝑏3+𝑐2

𝑎𝑏𝑐
=

6

√2
3
∙√3

 при 𝑎6 =
1

2
𝑏3 =

1

3
𝑐2, то есть если 𝑐 = √3𝑎3, 

𝑏 = √2
3
𝑎2. 

2. Найти все пары чисел x, y из интервала (0;
𝜋

2
), при которых 

достигается минимум выражения (ДВИ МГУ) 

(
√3𝑠𝑖𝑛𝑦

√2sin(𝑥 + 𝑦)
+ 1)(

√2𝑠𝑖𝑛𝑥

3sin 𝑦
+ 1)

2

(
sin(𝑥 + 𝑦)

7√3sin 𝑥
+ 1)

4

. 

Понятно, что нужно оценивать сомножители. Причем это нужно 

сделать так, чтобы при перемножении средних геометрических 

выражений, стоящих в скобках все синусы сократились бы. 

Оценим выражение в первой скобке: 

√3𝑠𝑖𝑛𝑦

√2sin(𝑥 + 𝑦)
+ 1 ≥ 2 ∙ √

√3𝑠𝑖𝑛𝑦

√2sin(𝑥 + 𝑦)
∙ 1 = 2 ∙ √

√3𝑠𝑖𝑛𝑦

√2sin(𝑥 + 𝑦)
. 

Чтобы при оценивании выражения во второй скобке получить в 

знаменателе√𝑠𝑖𝑛𝑦, перепишем это выражение в виде четырех 

слагаемых, учитывая, что среднее геометрическое придется возводить в 

квадрат: 

√2𝑠𝑖𝑛𝑥

3sin 𝑦
+ 1 =

√2𝑠𝑖𝑛𝑥

3sin 𝑦
+
1

3
+
1

3
+
1

3
≥ 4 ∙ √

√2𝑠𝑖𝑛𝑥

3sin 𝑦
∙
1

3
∙
1

3
∙
1

3

4

. 

Тогда 

(
√2𝑠𝑖𝑛𝑥

3sin 𝑦
+ 1)

2

≥ 42 ∙ √
√2𝑠𝑖𝑛𝑥

34sin 𝑦
. 

Аналогично будем рассуждать и при оценивании выражения в 

третьей скобке. Здесь среднее геометрическое придется возводить в 

четвертую степень. Чтобы получить квадратный корень из sin(x+y) и sinx 

в среднем геометрическом должен появиться корень восьмой степени. 

Поэтому раскладываем единицу на семь слагаемых: 

sin(𝑥 + 𝑦)

7√3sin 𝑥
+ 1 =

sin(𝑥 + 𝑦)

7√3sin 𝑥
+
1

7
+
1

7
+⋯+

1

7⏟        
семьслагаемых

≥ 



≥ 8 ∙ √
sin(𝑥 + 𝑦)

7√3sin 𝑥
∙

1

7
∙
1

7
∙ … ∙

1

7⏟      
семьсомножителей

8
. 

Тогда 

(
sin(𝑥 + 𝑦)

7√3sin 𝑥
+ 1)

4

≥ 84 ∙ √
sin(𝑥 + 𝑦)

78√3sin 𝑥
. 

С учетом полученных оценок для исходного выражения (обозначим 

его через А) имеем: 

𝐴 ≥ 2 ∙ √
√3𝑠𝑖𝑛𝑦

√2sin(𝑥 + 𝑦)
∙ 42 ∙ √

√2𝑠𝑖𝑛𝑥

34sin 𝑦
∙ 84 ∙ √

sin(𝑥 + 𝑦)

78√3sin 𝑥
. 

Или, проведя преобразования, получим: 

𝐴 ≥ 2 ∙ 42 ∙ 84 ∙ √
1

34
∙
1

74
=

217

32 ∙ 74
. 

Причем 𝐴 =
217

32∙74
 тогда и только тогда, когда 

{
 
 
 

 
 
 √3𝑠𝑖𝑛𝑦

√2sin(𝑥 + 𝑦)
= 1,

√2𝑠𝑖𝑛𝑥

3sin 𝑦
=
1

3
,

sin(𝑥 + 𝑦)

7√3sin 𝑥
=
1

7
.

 

То есть 

{
  
 

  
 

𝑠𝑖𝑛𝑦

sin(𝑥 + 𝑦)
=
√2

√3
,

𝑠𝑖𝑛𝑥

sin 𝑦
=
1

√2
,

sin(𝑥 + 𝑦)

sin 𝑥
= √3.

 

Решая эту систему и учитывая, что числа x, y могут принимать 

значения только из интервала (0;
𝜋

2
), получим 

𝑥 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
√6

3
, 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛

√6

3
. 
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